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径。设K(m1,m2, . . . , ml)是一个完全l部图，(V1, V2, . . . , Vl)是K(m1,m2, . . . ,
ml)的顶点划分，其中|Vi| = mi，i = 1, 2, . . . , l，且1 ≤ m1 ≤ m2 ≤ · · · ≤ ml。
本文将考虑完全l部图K(m1,m2, . . . , ml)的强定向图的强距离，其中l ≥ 3。
我们证明了，当m1 = 1时，存在完全l部图的强定向图K，使得srad(K) =
3；当m1 ≥ 2时，存在完全l部图的强定向图K，使得srad(K) = 4；若任意
整数δ, r, d满足0 ≤ δ ≤ d l
2
e− 1，3 ≤ r ≤ b l
2
c+1和4 ≤ d ≤ l，则存在完全l部
图的强定向图K ′, K ′′和K ′′′，使得sdiam(K ′) − srad(K ′) = δ，srad(K ′′) =
r和sdiam(K ′′′) = d。我们还研究了阶为n的简单图的强定向图的k强距
离，其中3 ≤ k ≤ n，证明了，对于任意整数r和d，若k + 1 ≤ r, d ≤ n，
则存在阶为n的强竞赛图T ′和T ′′，使得sradk(T ′) = r和sdiamk(T ′′) = d，其

















For a nonempty vertex set S in a strong digraph D, the strong distance d(S)
of S is the minimum size (the number of edges) of a strong subdigraph of D
containing the vertices of S. If S contains k vertices, then d(S) is referred to
as the k-strong distance of S. For an integer k ≥ 2 and a vertex v of a strong
digraph D, the k-strong eccentricity sek(v) of v is the maximum k-strong distance
d(S) among all sets S of k vertices in D containing v. The minimum k-strong
eccentricity among the vertices of D is the k-strong radius of D sradk(D) and
the maximum k-strong eccentricity is the k-strong diameter of D sdiamk(D).
When k = 2, 2-strong distance is the strong distance. Let K(m1,m2, . . . , ml) be
a complete l-partite graph with vertex partition of cardinalities m1, m2, . . . , ml,
where 1 ≤ m1 ≤ m2 ≤ · · · ≤ ml. First, we consider the strong distance in the
strong oriented complete l-partite graphs, l ≥ 3. It is showed that, when m1 = 1,
there exists oriented complete l-partite graph K such that srad(K) = 3; when
m1 ≥ 2, there exists oriented complete l-partite graph K such that srad(K) = 4;
for any integers δ, r, d with 0 ≤ δ ≤ d l
2
e − 1, 3 ≤ r ≤ b l
2
c + 1, 4 ≤ d ≤









)−srad(K ′) = δ, srad(K ′′) = r and sdiam(K ′′′) = d. We also consider
the k-strong distance in strong oriented graphs, where k ≥ 3. We show that for
any integers r, d with k + 1 ≤ r, d ≤ n, there exist strong tournaments T ′ and
T ′′ of order n such that sradk(T ′) = r and sdiamk(T ′′) = d, where 3 ≤ k ≤ n−1.
And by the property that each strong digraph has an ear decomposition，we give
an upper bound on the k-strong diameter of strong oriented graphs.
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一个图G是指一个有序三元组(V (G), E(G), ψG)，其中V (G)是非空的顶点集，
E(G)是不与V (G)相交的边集，而ψG是关联函数，它使G的每条边对应于G的无
序顶点对。G的一条途径是指一个有限非空序列W = v0e1v1e2v2 · · · ekvk,它的项
交替地为顶点和边，使得对1 ≤ i ≤ k，ei的端点是vi−1和vi。W被称为从v0到vk的
一条途径，或一条(v0, vk)途径。若途径W的顶点v0，v1，. . .，vk互不相同，则W称





向图称为G的定向图。D的有向途径是指一个有限非空序列W = v0a1v1 · · · akvk，
它的项交替地为顶点和弧，使得对1 ≤ i ≤ k，弧ai有头vi和尾vi−1。W被称为
从v0到vk的一条有向途径，或一条有向(v0, vk)途径。若有向途径W的顶点v0, v1,

























3，sd(u,w) = 5，sd(u, x) = 6。
图 1.1: 强有向图的强距离。
对于D的任一顶点v，v的强离心率se(v)定义为：
se(v) = max{sd(v, x) | x ∈ V (D)}。
D的强半径定义为：
srad(D) = min{se(v) | v ∈ V (D)}；
D的强直径定义为：
sdiam(D) = max{se(v) | v ∈ V (D)}。
在[1]中，G. Chartrand等证明了强有向图的强半径与强直径满足以下不等
式。
定理 1.1. [1] 若D是强有向图，那么
srad(D) ≤ sdiam(D) ≤ 2srad(D)。
G. Chartrand等在[2]中还证明了，若整数δ, r, d满足0 ≤ δ ≤ n，3 ≤ r ≤
n+1，3 ≤ d ≤ 2n+1，则存在阶为2n+1的强竞赛图T1，T2和T3，使得sdiam(T1)−














定理 1.2. [2] n ≥ 5是整数。如果n是奇数，那么存在一个阶为n的强竞赛图T，使
得srad(T ) = (n + 1)/2，sdiam(T ) = n；如果n是偶数，那么存在一个阶为n的强
竞赛图T，使得srad(T ) = (n + 2)/2，sdiam(T ) = n。
定理 1.3. [2] n ≥ 2是任一整数，存在一个阶为2n + 1的强竞赛图T，使得
sdiam(T )− srad(T ) = δ,
其中δ是满足0 ≤ δ ≤ n的任一整数。
定理 1.4. [2] n ≥ 2是任一整数，存在一个阶为2n + 1的强竞赛图T，使得
srad(T ) = r，
其中r是满足3 ≤ r ≤ n + 1的任一整数。
定理 1.5. [2] n ≥ 2是任一整数，存在一个阶为2n + 1的强竞赛图T，使得
sdiam(T ) = d，




srad(K ′) = 4 和 sdiam(K ′′) =
{
4, m = n，
6, m 6= n。
定理 1.6. [3] 令2 ≤ m ≤ n，K是完全2部图Km,n的任意一个强定向图，那么对
任意顶点u, v ∈ V (K)，sd(u, v)是偶数。
在[1]中，G. Chartrand等给出了简单图的强定向图D的强直径的一个上界，
并且这个上界是可以达到的。






















定理 1.8. [4] D是一个简单图的强定向图，并且g ≥ 2，那么
sdiam(D) ≤ b(n(D)− 1)g + 2
g
c。
















若|S| ≥ 2，那么3 ≤ d(S) ≤ m(D)。当k = 2时，2强距离就是G. Chartrand等
定义的强距离。在图1.2中，令S1 = {s, v, x}，S2 = {v, x, z}，S3 = {s, x, y}，那
















定理 1.11. [5] k ≥ 2是一个整数，S1, S2和S3是简单图的强定向图的顶点子集，
且|Si| = k，其中1 ≤ i ≤ 3。如果S1 ⊆ S2 ∪ S3且S2 ∩ S3 6= ∅，那么
d(S1) ≤ d(S2) + d(S3)。
D是一个阶为n ≥ 3的强有向图，v是D的任一顶点，k是满足2 ≤ k ≤ n的任
一整数，v的k强离心率定义为：
sek(v) = max{d(S) | v ∈ S ⊆ V (D), |S| = k}。
D的k强半径sradk(D)定义为：
sradk(D) = min{sek(v) | v ∈ V (D)}；
然而D的k强直径sdiamk(D)定义为：
sdiamk(D) = max{sek(v) | v ∈ V (D)}。
图1.3给出了强有向图D的每个顶点的3强离心率，从而可得srad3(D) = 8，
sdiam3(D) = 12。
















定理 1.12. [5] D是简单图的强定向图，k是满足2 ≤ k ≤ n(D)的任一整数，那么
sradk(D) ≤ sdiamk(D) ≤ 2sradk(D)。
容易看出，对满足2 ≤ k ≤ n(D)−1的任一整数k，sradk(D) ≤ sradk+1(D)和
sdiamk(D) ≤ sdiamk+1(D)成立。
定理 1.13. [5] D是简单图的强定向图，k是满足2 ≤ k ≤ n(D) − 1的任一整数，
那么
sradk(D) ≤ sradk+1(D) 和 sdiamk(D) ≤ sdiamk+1(D)。
定理 1.14. [5] N ≥ 3是任一整数，存在一个简单图的强定向图D和整数k，使得
sradk+1(D)− sradk(D) ≥ N 和 sdiamk+1(D)− sdiamk(D) ≥ N。
设K(m1,m2, . . . , ml)是一个完全l部图，(V1, V2, . . . , Vl)是K(m1,m2, . . . , ml)
的顶点划分，其中|Vi| = mi，i = 1, 2, . . . , l，且1 ≤ m1 ≤ m2 ≤ · · · ≤ ml。本文
将考虑完全l部图K(m1,m2, . . . , ml)的强定向图的强距离，其中l ≥ 3。我们证明
了，当m1 = 1时，存在完全l部图的强定向图K，使得srad(K) = 3；当m1 ≥ 2时，
存在完全l部图的强定向图K，使得srad(K) = 4；若任意整数δ, r, d满足0 ≤ δ ≤
d l
2
e− 1，3 ≤ r ≤ b l
2
c+ 1和4 ≤ d ≤ l，则存在完全l部图的强定向图K ′, K ′′和K ′′′，














了阶为n的简单图的强定向图的k强距离，其中3 ≤ k ≤ n，证明了，对于任意整
数r和d，若k + 1 ≤ r, d ≤ n，则存在阶为n的强竞赛图T ′和T ′′，使得sradk(T ′) =
r和sdiamk(T

















顶点，那么u和v不可能包含在一个有向3圈上，所以sd(u, v) ≥ 4。若整数l =
3, 4或5，b l
2
c + 1 < 4。现在我们考虑l ≥ 6的情况，证明存在完全l部图的强定
向图K，使得sdiam(K) = l，srad(K) = b l
2
c+ 1。
引理 2.1. l ≥ 6是任一整数，存在一个完全l部图K(m1,m2, . . . , ml)的强定向图K，
使得
sdiam(K) = l 和 srad(K) = b l
2
c+ 1。
证明. 设(V1, V2, . . . , Vl)为完全l部图的顶点划分，其中Vi = {v(i)j | j = 1, 2, . . . , mi},
i = 1, 2, . . . , l。设K是K(m1,m2, . . . , ml)的一个强定向图满足：
A(K) = {(v(s)i , v(s+1)j ) | 1 ≤ s < l, s 6= d
l
2





















j ) | md l
2











i ) | i 6= j, 1 ≤ i < md l
2












) | 1 ≤ j < md l
2
e}
⋃ {(v(t)j , v(s)i ) | 1 ≤ s < t ≤ l, s 6= t− 1, 1 ≤ i ≤ ms, 1 ≤ j ≤ mt}。
记r为使mi ≥ 2的最小下标，显然r ≥ 1。考虑任两个相异顶点v(s)i , v(s)j ∈ Vs，
其中i < j和1 ≤ r ≤ s ≤ l。
























如果l > s > r = 1或l > s ≥ r > 1，s 6= d l
2
e且s 6= d l
2
e + 1，K中









j ) = 5。
如果s = d l
2





















j ) = 4。
如果s = d l
2

























j ) = 4。如果s = d l2e + 1 ≥
r ≥ 1且1 ≤ i < md l
2


























j ) = 4。如果s = d l2e + 1 ≥ r ≥ 1且md l2 e ≤






































)}导出的有向子图是一个最小(v(s)i , v(s)j )强子图。因此，sd(v(s)i , v(s)j )
= 5。









i ∈ Vs和v(t)j ∈ Vt，其中1 ≤ s < t ≤ l且s 6= t − 1。如
果d l
2
e = s < t ≤ l，那么v(s)i v(s+1)i v(s+2)1 · · · v(t−1)1 v(t)j 是一条最短有向(v(s)i , v(t)j )路。
如果1 ≤ s < t = d l
2


























































i ) ∈ A(K)。因此，sd(v(s)i , v(t)j )
= t− s + 1。
考虑任两个顶点v
(s)

















































上。如果s = d l
2


































j ) ≤ 4。
如果l ≥ 6，那么b l
2
c + 1 ≥ 4。当1 ≤ s < d l
2
e时，l − s + 1 ≥ 5。当t >
d l
2
e + 1时，t ≥ 5。那么，由以上的讨论，可得se(v(s)i ) = l − s + 1，其中1 ≤
s < d l
2















j ) = max{5, d l2e+ 1}，
其中md l
2




j ) = t，其中d l2e + 1 < t ≤ l且1 ≤ j ≤ mt。所
以，sdiam(K) = se(v
(1)




1 ) = b l2c+ 1。
对于完全l部图的任意一个强定向图K，其顶点划分的每一部分的基分别是m1,
m2, . . . , ml，其中mi ≥ 2，i = 1, 2, . . . , l，则同一部分Vi的任两个顶点均不可能包
含在一个有向3圈上。因此，srad(K) ≥ 4。我们将证明这个下界是可以达到的。
引理 2.2. l ≥ 3是一个整数，且2 ≤ m1 ≤ m2 ≤ · · · ≤ ml，那么存在一个完全l部
图K(m1,m2, . . . , ml)的强定向图K，使得
当m1 + m2 + · · ·+ ml−1 ≥ ml时， srad(K) = sdiam(K) = 4；
当m1 + m2 + · · ·+ ml−1 < ml时， srad(K) = 4 和sdiam(K) = 5。
证明. 设(V1, V2, · · · , Vl)是K(m1,m2, · · · ,ml)的一个顶点划分，其中Vi = {v(i)j |
j = 1, 2, · · · ,mi}，i = 1, 2, . . . , l。




) = {(v(t)i , v(s)i ) | 1 ≤ s < t < l, 1 ≤ i < ms}
⋃ {(v(t)j , v(s)ms) | 1 ≤ s < t < l,ms ≤ j ≤ mt}














⋃ {(v(s)ms , v(t)j ) | 1 ≤ s < t < l, 1 ≤ j < ms}
⋃ {(v(l)j+i, v(t)i ) | 1 ≤ t < l, j = m1 + m2 + · · ·+ mt−1, 1 ≤ i ≤ mt}






















j ) ≤ 4。
考虑任两个顶点v
(s)
i ∈ Vs和v(t)j ∈ Vt，其中1 ≤ s < t < l，1 ≤ i ≤ ms且1 ≤
j ≤ mt。如果i 6= j且1 ≤ j < ms，那么v(s)i 和v(t)j 包含在有向4圈v(t)j v(s)j v(t)i v(s)i v(t)j 上。
如果i = j且1 ≤ j < ms，那么v(s)i 和v(t)j 包含在有向4圈v(t)j v(s)i v(t)j+1v(s)j+1v(t)j 上。如
果i 6= ms且ms ≤ j ≤ mt，那么v(s)i 和v(t)j 包含在有向4圈v(t)j v(s)msv(t)i v(s)i v(t)j 上。如





j ) ≤ 4。
考虑任两个顶点v
(t)
i ∈ Vt和v(l)j ∈ Vl，其中1 ≤ t < l，1 ≤ i ≤ mt且1 ≤


























j 。否则，m1 + m2 + · · ·+ ms−1 < j ≤

















j ∈ Vl，其中i < j，m1 + · · ·+ ms−1 < i ≤ m1 + · · ·+




































) ≤ 4和sdiam(K ′) ≤ 4。而且，我们已经知道，sdiam(K ′) ≥
srad(K
′
) ≥ 4。所以，sdiam(K ′) = srad(K ′) = 4。




) = {(v(t)i , v(s)i ) | 1 ≤ s < t < l, 1 ≤ i < ms}
⋃ {(v(t)j , v(s)ms) | 1 ≤ s < t < l,ms ≤ j ≤ mt}
⋃ {(v(s)i , v(t)j ) | 1 ≤ s < t < l, i 6= j, 1 ≤ i < ms, 1 ≤ j ≤ mt}
⋃ {(v(s)ms , v(t)j ) | 1 ≤ s < t < l, 1 ≤ j < ms}
⋃ {(v(l)j+i, v(t)i ) | 1 ≤ t < l − 1, j = m1 + m2 + · · ·+ mt−1, 1 ≤ i ≤ mt}
⋃ {(v(t)i , v(l)j ) | 1 ≤ t < l − 1, j 6= i + m1 + m2 + · · ·+ mt−1,
1 ≤ i ≤ mt, 1 ≤ j ≤ ml}
⋃ {(v(l)j+i, v(l−1)i ) | j = m1 + · · ·+ ml−2, 1 ≤ i < ml−1}
⋃ {(v(l)r , v(l−1)ml−1 ) | m1 + m2 + · · ·+ ml−1 ≤ r ≤ ml}
⋃ {(v(l−1)ml−1 , v(l)r ) | 1 ≤ r < m1 + m2 + · · ·+ ml−1}
⋃ {(v(l−1)i , v(l)j ) | j 6= i + m1 + m2 + · · ·+ ml−2, 1 ≤ i < ml−1,
1 ≤ j ≤ ml}。
对于任两个顶点u, v ∈ V (K ′′) − {v(l)ml , v(l)ml−1, . . . , v
(l)
m1+m2+···+ml−1}，与m1 +
m2 + · · · + ml−1 ≥ ml的情形类似，我们可知u和v包含在一个有向4圈上。因





j ∈ Vl，其中m1 + m2 + · · · + mt−1 < i ≤ m1 +
m2 + · · · + mt，m1 + m2 + · · · + ml−1 ≤ j ≤ ml，1 ≤ t < l且i 6= m1 +
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